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1 Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êâàíòîâûõ èíòåãðèðóåìûõ ïîëåâûõ ìîäå-

ëåé. Îñíîâíûì ïðèìåðîì òàêîé ìîäåëè äëÿ íàñ áóäåò ìîäåëü Sine − Gordon,
ôîðìàëüíî îíà çàäàåòñÿ äåéñòâèåì

S =

∫
dxdt[

1

2
∂µφ∂

µφ+
m2

β2
(cos(βφ)− 1)] (1)

Ìû áóäåì ñ÷èòàòü β2 < 8π êîãäà òåîðèþ SG ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìó-

ùåíèå êîíôîðìíîé òåîðèè îäíîãî ñêàëÿðíîãî áîçîíà

Scft =

∫
dxdt

1

2
∂µφ∂

µφ (2)

îïåðàòîðîì m2

β2 (cos(βφ)) , ÷ëåí −m2

β2 åñòü ïðîñòî êîíñòàíòà, êîòîðóþ óäîáíî äî-

áàâëÿòü â äåéñòâèå (1).

Â ñâîáîäíîé êîíôîðìíîé òåîðèè (2) êîðåëëÿòîð äâóõ îïåðàòîðîâ ðàâåí:

< cos(βφ(x)) cos(βφ(y)) >CFT= |x− y|
β2

2π (3)

Ýòî çíà÷èò ÷òî ðàçìåðíîñòü îïåðàòîðà cos(βφ) ðàâíà β2

4π òàê ÷òî ïðè β2 < 8π

ðàçìåðíîñòü îïåðàòîðà ìåíüøå 2 òàê ÷òî ðàçìåðíîñòü êîíñòàíòû m2 îòðèöà-

òåëüíà è â óëüòðàôèîëåòîâîì ïðåäåëå òåîðèÿ âñå ëó÷øå îïèñûâàåòñÿ ñâîáîäíîé

òåîðèåé (2) , ýòî ñòàíîâèòñÿ íå âåðíûì åñëè β2 > 8π , ïðè β2 = 8π ïðîèñõîäèò

ôàçîâûé ïåðåõîä, âåçäå äàëåå ìû áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ ñåòîðîì β2 < 8π.

Òåîðèÿ SG îáëàäàåò ðÿäîì ñâîéñòâ, äåëàþùèõ å¼ èçó÷åíèå áîëåå ïðîñòûì,

à èìåííî:

1) Èçâåñòíû êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ ìîäåëè â âèäå óåäèíåííûõ âîëí (ñîëèòîíû)

φ = ±4

β
arctan(e

m x−vt√
1−v2 ) (4)

Çíàêè (+,−) ñîîòâåòñâóþò ñîëèòîíó è àíòèñîëèòîíó ñîîòâåòñòâåííî. Òàê æå

èçâåñòíû ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ëþáîìó êîëè÷åñòâó ñîëèòîíîâ. [3]

2) Èçâåñòíî ÷òî äàííàÿ ìîäåëü îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì èíòåãðàëîâ

äâèæåíèÿ, ê ñîæàëåíèþ äëÿ íèõ íå èìååòñÿ îáùåé ôîðìóëû, îäíàêî â ïðèíöèïå

èõ ìîæíî âû÷èñëÿòü îäèí çà äðóãèì ñîãëàñíî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì [1].
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Ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è íà êâàíòîâîì óðîâíå [5].

3) Êàê ñëåäñòâèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íå âîçìîæíî ðîæäåíèå

è óíè÷òîæåíèå ÷àñòèö â ïðîöåññàõ ðàññåÿíèÿ, è áîëåå òîãî ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ

ôàêòîðèçóåòñÿ:

S(p1, p2, p3 → k1, k2, k3) = S(p1, p2 → q1, q2)S(q1, p3 → k1, q3)S(q2, q3 → k2, k3)

(5)

Çäåñü S(p1, p2, p3 → k1, k2, k3)-ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ òðåõ ÷àñòèö, S(pi, pj → qk, ql)-

äâóõ÷àñòè÷íûå ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ. Çäåñü ìíîãèå äåòàëè îïóùåííû äî ñëåäó-

þùåé ñåêöèè, ãäå áóäåò ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ.

Îäíàêî íåñìîòðÿ íà âñå ýòè óïðîùåíèÿ, âû÷èñëåíèå ôèçè÷åñêè èíòåðåñíûõ

îáúåêòîâ (íàïðèìåð êîðåëëÿöèîííûõ ôóíêöèé) ïî ïðåæíåìó îñòàåòñÿ òðóäíîé

çàäà÷åé. Ê ñîæàëåíèþ íàëè÷èå èíòåãðèðóåìîñòè íè êàê íå óïðîùåò èñïîëüçî-

âàíèå ñòàíäàðòíîãî â ÊÒÏ ìåòîäà - äèàãðàìíîé òåõíèêè,ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ èíòåðåñíûì èññëåäîâàíèå äðóãèõ ïîäõîäîâ, ÿâíî èñïîëüçóþùèõ èíòåãðè-

ðóåìîñòü.

Îòìåòèì òàêæå ÷òî èçó÷åíèå äàííîé ìîäåëè èíòåðåñíî è ñ ïðàêòè÷åñêîé

ñòîðîíû, ñ îäíîé ñòîðîíû îíà îïèñûâàåò ôèçèêó ïåðåõîäà Áåðåçèíñêîãî-Êîñòåðëèöà-

Òàóëåñà, ñ äðóãîé ñòîðîíû ÷åðåç áîçîíèçàöèþ òàê íàçûâàåìóþ Ëàòòèíäæåðîâ-

ñêóþ æèäêîñòü îäíîìåðíûõ ýëåêòðîíîâ [15], òàê æå ìîäåëü ÑÃ òåñíî ñâÿçàííà

ñ èíòåãðèðóåìûìè äåôîðìàöèÿìè ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé [4].

2 S ìàòðèöà è íåïåðòðóáàòèâíûé ïîäõîä â èíòåðãðèðóå-

ìûõ ìîäåëÿõ

Îñíîâû îïèñàííîãî íèæå ìåòîäà áûëè çàëîæåíû â ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ [2],[6],[7],[8].

Íà÷íåì ñ òîãî ÷òî â ýòèõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàííî: îñíîâíûìè ÷àñòèöàìè â òåî-

ðèè SG óäîáíåå ñ÷èòàòü ñîëèòîíû Z+ è àíòèñîëèòîíû Z−, êëàññè÷åñêè ýòî

ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (4).

Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ

S(p1, p2 → k1, k2)
εp1,εp2
εk1,εk2

= S(s)εp1,εp2εk1,εk2
(6)

Åñòü àíàëèò÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé s íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, çà

èñêëþ÷åíèåì ðàçðåçîâ âäîëü âåùåñòâåííîé îñè (−∞, 0) ∪ (4M 2,∞), çäåñü s =
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(pµ1 + pµ2)2, ε = ±. Ìàòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà îòâå÷àåò çà ðàññåÿíèèå ñîëèòîíà

íà ñîëèòîíå S++
++ , çà àìïëèòóäó ïðîõîæäåíèÿ S+−

+− è îòðàæåíèÿ S−++− ñîëèòîí-

àíòèñîëèòîííîãî ðàññåÿíèÿ è ò.ä

Óäîáíî ïåðåéòè ê áûñòðîòàì âìåñòî ýíåðãèè è èìïóëüñà Ei = M cosh(θi),

Ðèñ. 1: Ïîëîæåíèå ðàçðåçîâ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ

pi = M sinh(θi) ,θ = θ2 − θ1 òîãäà s2 = 2M cosh(θ) = M(eθ + e−θ) ýòî êîìïî-

çèöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ Æóêîâñêîãî. Ïðè

ýòîì êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè îòîáðàçèòñÿ â ïîëîñó (Im θ ∈ [0, π]),

êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ôèçè÷åñêîé îáëàñòüþ.

Ðèñ. 2: Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ â θ ïëîñêîñòè, êðåñòàìè îáîçíà÷åííû âîçìîæíûå
ïîëþñà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ îòâå÷àþùèå ñâÿçíûì ñîñòîÿíèÿì

Âî ââåäåíèè áûëî çàÿâëåíî ÷òî ìíîãî÷àñòè÷íàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ôàêòî-

ðèçóåòñÿ, ýòî îçíà÷àåò ÷òî

S(p1, p2, p3 → k1, k2, k3)
εp1,εp2,εp3
εk1,εk2,εk3

=

= S(p1, p2 → q1, q2))
εp1,εp2
εq1,εq2

S(q1, p3 → k1, q3)
εq1,εp3
εk1,εq3

S(q2, q3 → k2, k3)
εq2,εq3
εk2,εk3

(7)

Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå.
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Îäíàêî, òðåõ÷àñòè÷íóþ ìàòðèöó ðàññåÿíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü åùå è â äðóãîì

âèäå:

S(p1, p2, p3 → k1, k2, k3)
εp1,εp2,εp3
εk1,εk2,εk3

=

= S(p2, p3 → q2, q3)
εp2,εp3
εq2,εq3

S(q1, p3 → k1, q3)
εq1,εp3
εk1,εq3

S(q1, q2 → k1, k2)
εq1,εq2
εk1,εk2

(8)

Ñîâïàäåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé (7, 8) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ßíãà-Áàêñòåðà,

îíî áóäåò èãðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ.

Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ ßíãà-Áàêñòåðà, òðåáîâàíèÿ óíèòàðíîñòè è êðîññèíã ñèì-

ìåòðèè ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ À.Çàìîëîä÷èêîâûì áûëà íàéäåíà òî÷íàÿ S ìàòðè-

öà [7]. Âîîáùå ãîâîðÿ, òðè âûøåïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèÿ ôèêñèðóþò S ìàòðèöó

òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî òàê íàçûâàåìîé ÊÄÄ íåîäíîçíà÷íîñòè (ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé óìíîæåíèþ íà íåêîòîðóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ), íî ìû íå áóäåì îñòàíàâ-

ëèâàòüñÿ íà ýòîì âîïðîñå.

Ŝ = S(θ, γ)


1 0 0 0

0
sinh( θγ )

sinh( iπ−θγ )

sinh( iπγ )

sinh( iπ−θγ )
0

0
sinh( iπγ )

sinh( iπ−θγ )

sinh( θγ )

sinh( iπ−θγ )
0

0 0 0 1

 (9)

Ãäå

S(θ) = −
Γ
(

1
γ

)
Γ
(

1 + iθ
πγ

)
Γ
(

1
γ + iθ

πγ

) ∞∏
n=1

Rn(θ)Rn(iπ − θ)
Rn(0)Rn(iπ)

(10)

Ôóíêöèè Rn(θ)

Rn(θ) =
Γ
(
2n
γ + iθ

πγ

)
Γ
(

1 + 2n
γ + iθ

πγ

)
Γ
(
2n+1
γ + iθ

πγ

)
Γ
(

1 + 2n−1
γ + iθ

πγ

) (11)

γ = β2

8π−β2 - ïåðåíîðìèðîâàííàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè. Èç óðàâíåíèÿ (10) ìîæíî óâè-

äåòü ÷òî àìïëèòóäà ñîëèòîí-àíòèñîëèòîííîãî ðàññåÿíèÿ èìååò ïîëþñà â ôèçè-

÷åñêîé îáëàñòè (íóëè sin( iπ−θγ )) ïðè θ = iπ− inπγ, n < [ 1γ ] (ñì ðèñ 2) ýòè ïîëþñà

îáúÿñíÿþòñÿ íàëè÷èåì ñâÿçíûõ ñîñòîÿíèé-áðèçåðîâ ñ ìàññàìè

mn = 2M sin
(πnγ

2

)
(12)
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Çäåñü M - ìàññà ñîëèòîíà. Ëåã÷àéøèé èç áðèçåðîâ m1 àñññîöèèðóåòñÿ ñ ôóíäà-

ìåíòàëüíîé ÷àñòèöåé òåîðèè SG, íàïðèìåð â ïðåäåëå ìàëîé êîíñòàíòû ñâÿçè

ìàññà ñîëèòîíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åííà âû÷èñëåíèåì êëàññè÷åñêîé ýíåðãèè ðå-

øåíèÿ (4)M = 8m
β2 +Oβ2(1) , èm1 = m+o(β2). Òàê æå çà ñ÷åò îáùåãî ìíîæèòåëÿ

S ìàòðèöà îáëàäàåò íàáîðîì íå ôèçè÷åñêèõ ïîëþñîâ, íå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿç-

íûì ñîñòîÿíèÿì ïðè θ = iπγn , n ≥ 2.

Èìåÿ â ðóêàõ òî÷íóþ S ìàòðèöó îïðåäåëèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî òåîðèè,

êàê ïðîñòðàíñòâî ïîðîæäåíííîå âåêòîðàìè

Z†εn(θn)...Z
†
ε1

(θ1)|0 >= |θn, ...θ1 >εn,...ε1 (13)

È äâîéñòâåííîå ê íåìó, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè

< 0|Zε1(θ1)...Z
εn(θn) =ε1,...εn< θ1, ...θn| (14)

(15)

Òåïåðü îïðåäëèì |in > è |out > ñîñòîÿíèÿ.

|in >= |θn, ...θ1 >εn,...ε1 , θ1 < θ2... < θn (16)

|out >= |θ1, ...θn >ε1,...εn , θ1 < θ2... < θn (17)

Ïî îïðåäåëåíèþ in è out ñîñòîÿíèé ìû äîëæíû ïîòðåáîâàòü

|θ1, θ2 >ε1,ε2= S(θ2 − θ1)ε̃1,ε̃2ε1,ε2
|θ1, θ2 >ε̃2,ε̃1 (18)

Ýòî îïðåäåëÿåò ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ îïðåàòîðîâ Z.

Zε1(θ1)Z
ε2(θ2) =S(θ1 − θ2)ε1,ε2ε̃1,ε̃2

Z ε̃2(θ2)Z
ε1(θ1) (19)

Z†ε1(θ1)Z
†
ε2

(θ2) =Z†ε̃2(θ2)Z
†
ε̃1

(θ1)S(θ1 − θ2)ε̃1,ε̃2ε1,ε2
(20)

(21)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîëæíû áûòü äîïîëíåíû ïåðåñòàíîâî÷íûìè ñâîéñòâàìè îïå-

ðàòîðîâ Zε(θ1)Z
†
ε2

(θ2) êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòî-

ðîâ
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|θn, ...θ1 >εn,...ε1 è
ε1,...εn < θ1, ...θn|, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì:

εj1 ,...εjn < θj1, ...θjn||θin, ...θi1 >εin ,...εi1
=

n∏
k=1

δ(θjk−θik)δ
εjk
εik
, i1 < i2 < ...in, j1 < j2 < ...jn

(22)

Îñòàëüíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ äîëæíû áûòü íàéäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñâîéñòâ (19, 20)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ÷àñòè÷íûõ ñîñòîÿíèé

ε3,ε4 < θ3, θ4||θ2, θ1 >ε2,ε1= δ(θ1 − θ3)δ(θ2 − θ4)δε3ε1δ
ε4
ε2

+ (23)

+S(θ2 − θ1)ε1,ε2ε1,ε2
δ(θ2 − θ3)δ(θ1 − θ4)δε3ε̃2δ

ε4
ε̃1

Zε1(θ1)Z
†
ε2

(θ2) =Z†ε̃2(θ2)S(θ2 − θ1)ε̃2,ε1ε2,ε̃1
Z ε̃1(θ1) + δε1ε2δ(θ1 − θ2) (24)

Òàê îïðåäåëåííàÿ àëãåáðà íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Çàìîëîä÷èêîâà-Ôàääååâà.

Íàêîíåö, ÷òîáû äî êîíöà îïðåäåëèòü òåîðèþ, íóæíî çàäàòü ìàòðè÷íûå ýëåìåí-

òû ëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ- ôîðì-ôàêòîðû.

FO(θ1, ...θn)ε1,...εn =< 0|O(0)|θn, ...θ1 >εn,...ε1 (25)

Ñìèðîíâûì áûëè ñôîðìóëèðîâàííû àêñèîìû êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

ôîðì-ôàêòîðû, à òàê-æå áûëè íàéäåíû ôîðì-ôàêòîðû íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ

îïåðàòîðîâ [11]. Îäíàêî ïðîöåäóðà ïðåäëîæåííàÿ Ñìèðíîâûì î÷åíü ñëîæíà,

áûëî áû çäîðîâî íàéòè ïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû Çàìîëîä÷èêîâà-Ôàääååâà, ïîñëå

÷åãî âû÷èñëÿòü ôîðì-ôàêòîðû ÿâíî, ñ÷èòàÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.

3 S ìàòðèöà, óðàâíåíèå ßíãà-Áàêñòåðà è êâàíòîâûå ãðóï-

ïû

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ââåñòè íîâûé îáúåêò-êâàíòîâóþ àôèííóþ

àëãåáðó Uq(Ŝl(2)k), êâàíòîâûå àëãåáðû áûëè âïåðâûå ââåäåíû Äðèíôåëüäîì

[14], ôîðìàëüíî ýòî àëãåáðà ñ ãåíåðàòîðàìè ei, fi, Ki , i = 0, 1 îïðåäåëÿþùàÿñÿ
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ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè.

titj =tjti (26)

t0t1 = qktiej = qAijejti, tifi = q−Aijfjti (27)

[ei, fj] = δi,j
(ti − t−1i )

(q − q−1)
(28)

e3i ej − (q + 1 + q−1)(e2i ejei − eieje2i )− eje3i = 0 (29)

f 3i fj − (q + 1 + q−1)(f 2i fjfi − fifjf 2i )− fjf 3i = 0 (30)

Çäåñü Aij-ìàòðèöà êàðòàíà àôèííîé àëãåáðû Ŝl(2) , A00 = A11 = −A10 =

−A01 = 2.

Ñèìâîëû ñ èíäåêñîì i = 1 îáðàçóþò ïîäàëãåáðó-êâàíòîâóþ äåôîðìàöèþ óíè-

âåðñàëüíîé îáåðòûâàþùåé îáû÷íîé Sl(2) , ïîëîæèâ t1 = qh1, q = e~ , ~ → 0 è

ñîáðàâ ÷ëåíû ïðè ~1 ïîëó÷èì ñîîòíîâåíèÿ àëãåáðû Sl(2)

[e1, f1] =h1 + o(~) (31)

[h1, e] = 2e+ o(~) [h1, f ] = −2f + o(~) (32)

Íàëè÷èå ñèìâîëîâ ñ èíäåêñîì 0 îòâå÷àåò àôèííîé äåôîðìàöèè, äåëàþùåé èç

êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû Sl(2) áåñêîíå÷íîìåðíóþ ˆSl(2), ïîäðîáíåå ïðî àôèííûå

àëãåáðû è èõ òåîðèþ ïðåäñòàâëåíèé ñì àïïåíäèêñ.

Ãëàâíûì äëÿ íàñ áóäåò íàëè÷èå ó ýòîé àëãåáðû êîïðîèçâåäåíèÿ

∆(ei) = ei ⊗ 1 + ti ⊗ ei , ∆(fi) = fi ⊗ t−1i + 1⊗ fi , ∆(ti) = ti ⊗ ti (33)

Óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ∆(xy) = ∆(x)∆(y), ýòî îçíà÷àåò ÷òî èìåÿ äâà ïðåä-

ñòàâëåíèÿ àëãåáðû V1 è V2 ìîæíî ñ ïîìîùüþ êîïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëèòü äåé-

ñòâè è íà èõ òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè (V1 ⊗ V2) ïî ïðàâèëó.

x(V1 ⊗ V2) = ∆(x)(V1 ⊗ V2) (34)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà îñíîâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ íàøåé àëãåáðû :

ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàðøåãî âåñà (ïîäðîáíåå ñì àïïåíäèêñ) è evaluation ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ, ïîñëåäíèå èìåþò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó è îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðî-
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ñòðàíñòâî V (ξ) = Span{V± ⊗ C[ξ, ξ−1]}

t−10 = t1 =

(
q 0

0 q−1

)
(35)

e1 =

(
0 1

0 0

)
ξ, f1 =

(
0 0

1 0

)
ξ−1 (36)

e0 =

(
0 0

1 0

)
ξ, f0 =

(
0 1

0 0

)
ξ−1 (37)

(38)

Íàêîíåö, ìû èìååì âñå èíãðèäèåíòû ÷òîáû ïîíÿòü ñâÿçü S ìàòðèöû ñ êâàíòî-

âûìè ãðóïïàìè, èç îïðåäåëåíèÿ êîïðîèçâåäåíèÿ (33) âèäíî ÷òî îíî íå ñèììåò-

ðè÷íî ïî ïåðâîé è âòîðîé êîìïîíåíòå â òåíçîíîì ïðîèçâåäåíèå, à ýòî çíà÷èò

ñóùåñòâóåò è äðóãîå êîïðîèçâåäåíèå ∆̄ = P ◦ ∆ ◦ P , Ãäå P - ïåðåñòàíîâêà

PVξ1 ⊗ Vξ2 = Vξ2 ⊗ Vξ1.
Ïîëó÷àåòñÿ íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ïðåäñàâëåíèé ìîæíî çàäàòü äâà

ðàçíûõ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû , ïîëüçóÿñü êîïðîèçâåäåíèÿìè ∆, è ∆̄ , ñóùå-

ñòâóåò ëè ìåæäó íèìè èçîìîðôèçì? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ óòâåðäèòåëüíûé,

èçîìîðôèçì ñóùåñòâóåò è äàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì: ∆̄(x) = R∆(x)R−1.

Áîëåå ñòðîãî:

Äëÿ êâàíòîâîé ãðóïïû R̃ ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îïåðàòîð ñïëåòàþùèé äâà

evaluation ïðåäñòàâëåíèÿ è êîììóòèðóþùèé ñ äåéñòâèåì ãðóïïû, ò.å

R̃ = PR(ξ1, ξ2) : Vξ1 ⊗ Vξ2 → Vξ2 ⊗ Vξ1 (39)

∆(x) ◦ PR = PR ◦∆(x) (40)

Çäåñü äëÿ óäîáñòâà â îïðåäåëåíèå R ìàòðèöû âñòàâëåí îïåðàòîð ïåðåñòàíîâêè.

Îêàçûâàåòñÿ ÷òî R(ξ1, ξ2) = R(ξ1ξ2 ) è â áàçèñå {+,+}, {+,−}, {−,+}, {−,−}

R(ξ) =


1 0 0 0

0 (1−ξ2)q
1−q2ξ2

(1−q2)ξ
1−q2ξ2 0

0 (1−q2)ξ
1−q2ξ2

(1−ξ2)q
1−q2ξ2 0

0 0 0 1

 (41)
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Òàê îïðåäåëåííàÿ R ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ßíãà-Áàêñòåðà:

R12R13R23 = R23R13R12 (42)

ïðè äåéñòâèè íà Vξ1 ⊗ Vξ2 ⊗ Vξ3
Êëþ÷åâîå íàáëþäåíèå Äæèìáî è Ìèâû [12] çàêëþ÷àåòñÿ â òîì ÷òî ïîñëå çàìåíû

ξ = e
θ
γ , q = −e

iπ
γ (43)

Äàííàÿ R ìàòðèöà, ñ òî÷íîñòüþ äî îáùåãî ìíîæèòåëÿ ïåðåõîäèò â S ìàòðèöó

òåîðèè SG.

Ŝ = S(θ, γ)


1 0 0 0

0
sinh( θγ )

sinh( iπ−θγ )

sinh( iπγ )

sinh( iπ−θγ )
0

0
sinh( iπγ )

sinh( iπ−θγ )

sinh( θγ )

sinh( iπ−θγ )
0

0 0 0 1

 (44)

Ãäå γ- êîíñòàíòà ñâÿçè òåîðèè SG.

Ñòîèò îòìåòèòü ÷òî ðàçíûì çíà÷åíèÿì γ ìîãóò îòâå÷àòü îäèíàêîâûå q .

Îñîçíàâ ñâÿçü ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ñ êâàíòîâîé ãðóïïîé ìîæíî ïîñòðîèòü ïðåä-

ñòàâëåíèå àëãåáðû Çàìîëîä÷èêîâà, ýòî ïîäðîáíî îïèñàííî â àïïåíäèêñå. Ê ñî-

æàëåíèþ ýòî åùå íå êîíåö èñòîðèè, êàê óïîìèíàëîñü âûøå R ìàòðèöà ïîñòðî-

åííàÿ ïî êâàíòîâîé ãðóïïå è S ìàòðèöà òåîðèè SG ñîâïàäàþò ëèøü ñ òî÷íîñòüþ

äî îáùåãî ìíîæèòåëÿ, íóæíà äîïîëíèòåëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ, ýòî áûëî ñäåëàíî

Ëóêüÿíîâûì [16], [17].

4 Ïðåäñòàâëåíèå ôîðì-ôàêòîðîâ òåîðèè SG ñâîáîäíûìè

ïîëÿìè

Çäåñü ìû áåç îñîáûõ îáúÿñíåíèé îïèøåì êîíñòðóêöèþ Ëóêüÿíîâà.

Ïîñòðîèì îïåðàòîðû Z− ò.÷

Z−(θ1)Z−(θ2) = S(θ1 − θ2)Z−(θ2)Z−(θ1) (45)

Äëÿ óäîáñòâà ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì z = q
2iθ
π

Z−(θ) = e−
θ

2γ : eφ(θ) : (46)
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φ(θ) =

√
γ + 1

2γ
(Q+ P log(z)) +

∑
m 6=0

am
[2m]

z−m (47)

È îïåðàòîð

X−(θ) =: Z−(θ − iπ

2
)Z−(θ +

iπ

2
) : (48)

X− = e−φ̃(θ) (49)

φ̃ =

√
2(γ + 1)

γ
(Q+ P log(z)) +

∑
m6=0

am
[m]

z−m (50)

Ãäå îïåðàòîðû èìåþò ñëåäóþùèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

[am, an] = −δm+n,0
[m][2m][(γ + 1)m]

m[γm]
, [P,Q] = 1 (51)

Ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì [x] = qx−q−x
q−q−1 . Äëÿ òàê îïðåäåëåííûõ îïåðàòîðîâ

êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Z−(z)Z−(w) =
g(z)

g(z−1)
Z−(w)Z−(z) (52)

Ãäå

g(z) =
(z; q2γ, q4)(zq2γ+4; q2γ, q4)

(zq2; q2γ, q4)(zq2γ+2; q2γ, q4)
(53)

×òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó (10) íóæíî ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä q → 1, z =

q
2iβ
π , θ - ôèêñîðîâàííî. Îïåðàòîð Z+ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Z+ =

∮
dw

2πw
e
θ−α
γ (e

iπ(γ+1)
2γ X−(w)Z−(z)− e−

iπ(γ+1)
2γ Z−(z)X−(w)) (54)

Çäåñü w = q
2iα
π , z = q

2iθ
π

Ñëåäóþùèé øàã, ýòî ïîíÿòü êàê íà ÿçûêå ñâîáîäíûõ ïîëåé âû÷èñëÿþòñÿ ôîðì-

ôàêòîðû. Âî ïåðâûõ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå èç ïðîñòðàíñòâà ëî-

êàëüíûõ îïåðàòîðîâ òåîðèè SG â îïåðàòîðû äåéòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå Ôîêà

ñâîáîäíûõ áîçîíîâ, â îáùåì ñëó÷àå òàêîå îòîáðàæåíèå íå íàéäåíî, íî ñóùå-

ñòâóåò ãèïîòåçà [17] ÷òî ôîðì-ôàêòîð ýêñïîíåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Va = eiaφ

çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

< 0|Va(0)|θn...θ1 >εn...ε1= lim
q→1

Ga,ntr[q
−4Ke

2πPa
β Zεn(θn)...Zε1(θ1)] (55)
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Ãäå Ga,n-íîðìèðîâêà, çíà÷åíèå êîòîðîé äîëæíî áûòü íàéäåíî èç äðóãèõ ñîîá-

ðàæåíèé. K - îïåðàòîð áóñòà.

e−αKZε(θ)e
αK = e−

θ
2γZε(θ + α) (56)

K =
P 2

2
+
∞∑
m=1

m2[γm]

[(γ + 1)m][m][2m]
a−mam +

1√
2

(

√
γ

γ + 1
−
√
γ + 1

γ
)P (57)

Â ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ β2 = 4π

Z−(θ) = e−
θ

2γ : eφ(θ) : (58)

Z+(θ) = e+
θ

2γ (: e−φ(θ+iπ) : + : e−φ(θ−iπ) : (59)

lim
q→1

tr[q−4K : eφ(θ1) :: eφ(θ2) :] = i sinh(
θ2 − θ1

2
) (60)

Òàê ÷òî

< 0|eiaφZ†+(θ2n)...Z
†
+(θn+1)Z

†
−(θn)...Z

†
−(θ1)|0 >= Ga(−1)

n(n+1)
2

(
i sin(

πa√
4π

)

)n
(61)

e
a√
4π

k=n∑
k=1

(θn+k−θk)

∏
1≤k<j≤n

sinh[
θk−θj

2 ] sinh[
θn+k−θn+j

2 ]∏
1≤k,j≤n

cosh[
θn+k−θj

2 ]

Èíòåðåñíî îòìåòèòü ÷òî ôîðìóëà ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò, ïðîñòîé çàâèñè-

ìîñòè îò a è óíèâåðñàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

5 Çàêëþ÷åíèå.

Â äàííîé ðàáîòå áûë èçó÷åí íåïåðòðóáàòèâíûé ïîäõîä â äâóìåðíûõ èíòåãðè-

ðóåìûõ ìîäåëÿõ, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âû÷èñëåíèå ôîðìôàêòîðîâ ýêñïîíåíöè-

àëüíîãî ïîëÿ, ýòîò àïïàðàò îòêðûâàåò ïóòü ê äàëüíåéøåìó èçó÷åíèþ ìîäåëè.

Îïèñàííàÿ â ðàáîòå êîíñòðóêöèÿ èçâåñòíà äîâîëüíî äàâíî, íî íå ñìîòðÿ íà ýòî

ìíîãèå ïðîáëåìû äî ñèõ ïîð íå èìåþò ðåøåíèÿ, îñíîâíûå èç íèõ:

Íàõîæäåíèå ñîîòâåòñâèÿ ìåæäó ëîêàëüíûìè îïåðàòîðàìè è ôîðì-ôàêòîðàìè.

Îïðåäåëåííûå óñïåõè â ýòîì íåäàâíî áûëè äîñòèãíóòû ×åðíîãîëîâñêîé ãðóï-

ïîé [18]-[20], äðóãèì îòêðûòûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå êîððåëÿöèîííûõ

ôóíêöèé, èëè óäîáíûé ìåòîä äëÿ àíàëèçà èõ àññèìïòîòèê.

Òàêæå äî ñèõ ïîð, ìàëî âíèìàíèÿ áûëî óäåëåííî ïîèñêó ôèçè÷åñêèõ ñëåäñòâèé
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äàííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â äàëüíåéøåì àâòîð íàäååòñÿ óëó÷øèòü ñâîå ïîíèìàíèå,

èçó÷èâ îòäåëüíûå ÷àñòíûå ñëó÷àå â êîòîðûõ ìîæíî îæèäàòü ñóùåñòâåííûõ

óïðîùåíèé: ðàññìîòðåòü òåîðèþ ïðè çíà÷åíèè êîíñòàíòû ñâÿçè γ = 1
N ïðè

êîòîðûõ ðàññåÿíèå ñòàíîâèòñÿ áåçîòðàæàòåëüíûì, à òàêæå ðàññìîòðåòü íåðå-

ëÿòèâèñòêèé ïðåäåë òåîðèè.

Î÷åíü èíòåðåñíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ðàñøèðåíèé òåîðèè SG , äîïóñ-

êàþùèõ íàëè÷èå ãðàíèöû è ñîõðàíÿþùèõ èíòåãðèðóåìîñòü [21].
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6 Àïïåíäèêñ : òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé Uq( ˆSl(2)1)

Íà÷íåì ñ êëàññè÷åñêîé (q=1) àôèííîé àëãåáðû ˆSl(2)k, îíà çàäàåòñÿ íàáîðîì

ãåíåðàòîðîâ Jam è êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè:

[Jam, J
b
n] = iCab

c J
c
m+n + kmδa,bδm+n,0 (62)

Ãäå Cab
c = εabc-ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû àëãåáðû Sl(2). Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

ýòîé àëãåáðû èäåò ïàðàëëåëüíî ñ òåîðèåé ïðåäñòàâëåíèé îáû÷íîé Sl(2). Ñëå-

äóåò ïåðåéòè ê ãåíåðàòîðàì Jzm, J
±
m. Òîãäà J

z
0 - áóäåò êàðòàíîì, îïåðàòîðàìè

ðîæäåíèÿ îáúÿâèì âñå îïåðàòîðû Jam , c n < 0 è J−0 , îñòàëüíûå îïåðàòîðû

îáüÿâèì îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ. Ñòàðøèì âåêòîðîì íàçîâåì òàêîé ÷òî

Ðèñ. 3: áîðåëåâñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ãåíåðàòîðîâ àôèííîé àëãåáðû

Jz0 |s >= s|s > (63)

Îäíàêî íàñ èíòåðåñóþò íå ëþáûå ïðåäñòàâëåíèÿ, à òàêèå ÷òî ïðåäñòàâëåíèå

ëþáîé Sl(2) ïîäàëãåáðû (Jz0 , J
+
m, J

−
−m) - êîíå÷íîìåðíî. Ýòî íàêëàäûâàåò íåêî-

òîðûå îãðàíè÷åíèÿ, âî ïåðâûõ êàê è â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå ñòàðøèé âåñ s-

öåëîå ÷èñëî,à âî âòîðûõ s ≤ k , ìû ðàññìîòðèì ýòî ïîäðîáíåå íà ïðèìåðå.

6.1 Ïðåäñòàâëåíèÿ àôèèíûõ àëãåáð Ëè è ñâîáîäíûå áîçîíû

Äëÿ íàñ áóäåò âàæíî ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ àôèííûõ àëãåáð Ëè ìîæíî èññëåäî-

âàòü ñ ïîìîùüþ àëãåáðû ñâîáîäíûõ áîçîíîâ, ñîñòîÿùåé èç ãåíåðàòîðîâ an , P

ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿì:

[an, am] = −2mδm+n,0 (64)

[P, am] = 2δm,0 (65)
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Ôèçèêè ÷àùå ïîëüçóþòñÿ ïîëÿìè φ(z) îïðåäåëåííûìè êàê

φ(z) =
∑
n 6=0

an
n
zn + a0 log(z) +Q (66)

Ãåíåðàòîðû àôèííîé àëãåáðû ñâÿçàííû ñ ñâîáîäíûìè áîçîííûìè ïîëÿìè ñëå-

äóþùèì îáðàçîì îáðàçóåì òîêè

Ja(z) =
∑

Janz
−n−1 (67)

Ìîæíî ïðîâåðèòü ÷òî îïåðàòîðû

Jz(z) = ∂φ(z) J±(z) = e±φ(z) (68)

Óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì àëãåáðû Ŝl(2)1.

Äëÿ ñâîáîäíîé áîçîííîé àëãåáðû ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíîå ôîêîâñêîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå:

F = Span{C[a−1, a−2, ...]e
ΛQ
2 |0 >} (69)

Çäåñü Λ - ïðåäïîëàãàþòñÿ öåëûìè, äëÿ òîãî ÷òîáû îïåðàòîðû zao äåéñòâîâàëè

öåëûìè ñòåïåíÿìè z.

Ïîèíòåðåñóåìñÿ êàêèå èç ýòèõ âåêòîðîâ |Vp > ÿâëÿþòñÿ ñòàðøèìè :

K|Vp >= qa0|Vp >= qi|Vi > (70)

ak|Vp >= 0, k > 0 (71)

J+
k |Vp >= 0, k ≥ 0 (72)

J−k |Vp >= 0, k > 0 (73)

Èç ïåðâîãî è âòîðîãî óñëîâèé ñëåäóåò ÷òî

|Vi >= e
pQ
2 |0 > (74)

Òðåòüå è ÷åòâåðòîå óñëîâèå çàïèøóòñÿ êàê∮
0

J+(z)zk−1e
pQ
2 |0 > dz =

∮
0

zp+k−1 : J+(z)e
pQ
2 : |0 > dz = 0, k ≥ 1 (75)∮

0

J−(z)zke
pQ
2 |0 > dz =

∮
0

z−p+k : J+(z)e
pQ
2 : |0 > dz = 0, k ≥ 1 (76)
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Èç ïåðâîãî ñëåäóåò ÷òî p ≥ 0 , â òî âðåìÿ êàê èç âòîðîãî p ≤ 1 . Òàê ÷òî

çàêëþ÷àåì ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàðøåãî âåñà |V0 > è |V1 > .

6.2 Ïðåäñàâëåíèÿ êâàíòîâûõ àôèííàõ àëãåáð Ëè è q-äåôîðìèðîàâííûå

ñâîáîäíûå áîçîíû

Çäåñü ìû âñå âðåìÿ áóäåì îáñóæäàòü àôèííóþ q äåôîðìèðîâàííóþ àëãåáðó íà

óðîâíå 1. Ââåäåì ñâîáîäíûå q áîçîíû

[an, am] = δm,−n
[2n][n]

n
, (m,n 6= 0) (77)

[n] =
qn − q−n

q − q−1
(78)

À òàê æå ýëåìåíò K = qa0 è Äðèíôåëüäîâñêèå ãåíåðàòîðû x±k z
−k−1 = X±(z)

Kan = anK, KeQ = q2eQK (79)

X±(z) =: exp(±
∑

n∈{Z/0}

a−n
[n]

q∓
|n|
2 zn) : e±Qz±a0 (80)

Èç ôîðìóë (1)-(3) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïîëåçíûå ôîðìóëû:

[x+k , x
−
l ] =

q
k−l

2 ψk+l − q
l−k

2 φk+l
q − q−1

(81)

Ãäå ψk, φ−k = 0 ïðè k < 0 è çàäàþòñÿ ñâîèìè ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè ïðè

k ≥ 0:

ψkz
−k = K exp[(q − q−1)

∞∑
k=1

akz
−k] (82)

φ−kz
k = K−1 exp[−(q − q−1)

∞∑
k=1

a−kz
k] (83)

Àíàëîãè÷íî ñî ñëó÷àåì êëàññè÷åñêîé àëãåáðû íà óðîâíå 1 áóäóò ñóùåñòâîâàòü

äâà ïðåäñòàâëåíèÿ

Fp = Span{C[a−1, a−2, ...]e
pQ
2 |0 >}, p = 0, 1 (84)

Äëÿ äàëüíåéøåãî âàæíî çíàòü ñâÿçü Äðèíôåëüäîâñêîé ðåàëèçàöèè ñ ðåàëè-

çàöèåé Øåâàëëå, ò.ê ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ êîïðîèçâåäåíèÿ óäîáíåå ïèñàòü äëÿ
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ïîñëåäíåé.

t1 = K, x+0 = e1, x−0 = f1, x−1 = e0t1, x+−1 = t−11 f0 (85)

Êîïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∆(ei) = ei ⊗ 1 + ti ⊗ ei (86)

∆(fi) = fi ⊗ t−1i + 1⊗ fi (87)

∆(ti) = ti ⊗ ti (88)

Îïèøåì òåïåðü êàê ïîñòðîèòü îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþùèå àëãåáðå Çàìîëîä÷èêîâà-

Ôàääååâà.

Îïðåäåëèì Âåðòåêñíûé îïåðàòîð êàê îòîáðàæåíèå

Φ : Vp → V1−p ⊗ Vz (89)

Êîòîðîå êîììóòèðóåò ñ äåéñòâèåì ãðóïïû : ∆(x) ◦ Φ = Φ ◦ x
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ÷òî

Φ(z)Φ(w) : Vp → Vp ⊗ Vz ⊗ Vw (90)

È

Φ(w)Φ(z) : Vp → Vp ⊗ Vw ⊗ Vz (91)

Îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì ìíîæèòåëåé â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè, íî ìû óæå çíàåì

÷òî åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå ìåíÿþùåå ïîðÿäîê òîêîâûõ ìîäóëåé è êîììó-

òèðóþùåå ñ äåéñòâèåì ãðóïïû çàäàåòñÿ R ìàòðèöåé, îòñþäà ñðàçó ïîëó÷àåì

êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ:

Φ(ξ2)Φ(ξ1) = R

(
ξ1
ξ2

)
Φ(ξ1)Φ(ξ2) (92)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðòåêñíûõ îïåðàòîðîâ ââåäåì êîìïîíåíòû îïåðàòîðà Φ

Φ±(z) : Vp = V1−p ⊗ V±(z) (93)

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî x ãåíåðàòîðû àëãåáðû ïîëó÷èì:

KΦ± = q∓Φ±K (94)
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Φ+x+0 = x+0 Φ+ +KΦ−, Φ+x−0 = q−1x−0 Φ+ (95)

Φ−x+0 = x+0 Φ−, Φ−x−0 = qx−0 Φ− + Φ+ (96)

Φ+x−1 = qx−1 Φ+, Φ+x+−1 = x+−1Φ
+ + (zqK)−1Φ− (97)

Φ−x−1 = q−1x−1 Φ− + zq2Φ+, Φ−x+−1 = x+−1Φ
− (98)

Èç ýòèõ ôîðìóë ðåêóððåíòíûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä îïåðàòîðîâ

Φ± ÷åðåç áîçîííûå îïåðàòîðû.

Φ−(z) = exp[
∞∑
n=1

a−n
[2n]

q
7n
2 zn] exp[−

∞∑
n=1

an
[2n]

q−
5n
2 z−n]e

Q
2 (−q3z)

(a0+p)
2 (99)

Φ+ = Φ−x−0 − qx−0 Φ− (100)

Êàê âèäíî, âåðòåêñíûå îïåðàòîðû îäíîçíà÷íî ôèêñèðóþòñÿ, ïîýòîìó ôèêñèðó-

åòñÿ íå òîëüêî ìàòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà R ìàòðèöû íî è ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü,

êîòîðûé, ê ñîæàëåíèþ, íå ñîâïàäåò ñ ìíîæèòåëåì òåîðèè SG.
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