
1 Ââåäåíèå

Â íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ íàðóøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé óñòîé÷èâî-

ñòè íàáëþäàþòñÿ â çàäà÷àõ áèîëîãèè, õèìèè, ãèäðîäèíàìèêè, íåëèíåéíîé îïòèêè.

Ñòàöèîíàðíûå, ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûå ñòðóêòóðû âîçíèêàþò â äèôôóçè-

îííûõ ñèñòåìàõ, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíò äèôôóçèè àêòèâàòîðà çíà÷èìî ìåíüøå

êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè èíãèáèòîðà. Â äàííîé ðàáîòå áûëà èññëåäîâàíà ìîäåëü

îäíîìåðíîãî áðþññåëÿòîðà, â êîòîðîé ïðè îïðåäåëåííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ ñóùå-

ñòâóåò êàê ïðîñòðàíñâåííûé êîëåáàòåëüíûé ðåæèì (íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà),

òàê è âðåìåííîé (íåóñòîé÷èâîñòü Õîïôà).

Àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû - ýòî ñèñòåìû, â êîòîðûõ ïîääåðæèâàþòñÿ çà ñ÷åò

ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, àìïëèòóäà êîòîðûõ

îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû è íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòîò

òåðìèí áûë ââåäåí À.À. Àíäðîíîâûì â 1928 ãîäó.[1]

Ìåõàíèçì íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà â àâòîêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ìîìåíòà

åãî îòêðûòèÿ â 1952 ãîäó[2] øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ ñòðóêòóðîîá-

ðàçîâàíèÿ â ñèñòåìàõ ðàçíîé ïðèðîäû [3]. Ðàáîòà Òüþðèíãà ïðåñëåäîâàëà öåëü

ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü ñïîíòàííîãî îáðàçîâàíèÿ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð. Â ýòîé

ðàáîòå áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïî îòíî-

øåíèþ ê âîçìóùåíèÿì ñ îïðåäåëåííûì âîëíîâûì ÷èñëîì.

Îäíàêî ñóùåñòâîâàë ðÿä ïðîáëåì â ïîñòðîåíèè ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëè. [4,5]. Îäíà

èç íèõ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî â îñíîâå ìåõàíèçìà Òüþðèíãà ëåæàò ðàçíûå ñêîðîñòè

äèôôóçèè êîìïîíåíò ñèñòåìû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, íå ÿñíî, íàñêîëüêî ÷àñòî òàêîå

ÿâëåíèå âñòðå÷àåòñÿ â ïðèðîäå [5], à ñ äðóãîé � âûÿñíèëîñü, ÷òî åãî òðóäíî ðåà-

ëèçîâàòü â ýêñïåðèìåíòå. Íàïðèìåð, ïî ýòîé ïðè÷èíå ïåðâîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå

íàáëþäåíèå òüþðèíãîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿëîñü òîëüêî ÷åðåç 40 ëåò ïî-

ñëå òåîðåòè÷åñêîé ðàáîòû Òüþðèíãà[6]. Åù¼ îäíà ïðîáëåìà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî

äëÿ ìíîãèõ àâòîâîëíîâûõ ñèñòåì îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè Òüþðèíãà çàíèìàåò íà
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ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøóþ ïëîùàäü[7,8], ÷òî çàòðóäíÿåò ïîä-

áîð ïàðàìåòðîâ äëÿ íàáëþäåíèÿ ýòîãî ýôôåêòà.

Â ôèçèêå ìîäåëè äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð íîñÿò êîíêðåòíûé õàðàêòåð, ðåçóëü-

òàòû ìîäåëèðîâàíèÿ õîðîøî ñõîäÿòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì. Òåîðèÿ äèññèïàòèâíûõ

ñòðóêòóð âîøëà â íîâóþ íàóêó - ñèíåðãåòèêó, ðàçâèâàåìóþ Õàêåíîì. [9] Ìàòåìà-

òè÷åñêàÿ ìîäåëü äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð èìååò îáùèé âèä:

∂xi/∂t = Fi(x1, x2, ..., xn) +Di
∂2xi
∂r2

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ äîâîëüíî ìíîãî ìîäåëåé äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð, ïî-

ñòðîåííûõ òàê, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ñõîäñòâî ðåøåíèÿ ìîäåëè ñ êîíêðåòíûìè íàáëþ-

äàåìûìè ïðîöåññàìè. Íåñìîòðÿ íà âñå ðàçíîîáðàçèå ýòèõ ïðîöåññîâ, áîëüøèíñòâî

ìîäåëåé ñîäåðæèò äâà óðàâíåíèÿ âèäà:

∂x/∂t = P (x, y) +Dx
∂2x

∂r2

∂y/∂t = Q(x, y) +Dy
∂2y

∂r2

Îäíîé èç ìîäåëåé äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü áðþññåëÿòîðà,

ïðåäëîæåííàÿ Ïðèãîæèíûì è Ëåôåâðîì â 1967ã.[10],[11]

Â íåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðîé òîíêîé çàìêíóòîé òðóáêå ïðîòåêàåò

àâòîêàòàëèòè÷åñêèé ïðîöåññ ñ ó÷àñòèåì âåùåñòâ A, B, X, Y, C, R:

A->X, 2X+Y->3X, B+X->Y+C, X->R

Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé, ÷òî ïîçâîëÿåò óäåðæèâàòü åå âäàëè îò ñîñòîÿíèÿ

òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòî äîñòèãàåòñÿ òåì, ÷òî ìû ïîääåðæèâàåì

ïîñòîÿííûìè êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ À è Â (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ðàñõîä ýòèõ

âåùåñòâ ìîæåò áûòü ìîìåíòàëüíî êîìïåíñèðîâàí èç îêðóæàþùåé ñðåäû).

Ïîýòîìó ýòè êîíöåíòðàöèè áóäóò óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè � èçìåíÿÿ èõ, ìû

ìîæåì âëèÿòü íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû. X è Y ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè
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âåùåñòâàìè, îáðàçóåìûìè â õîäå ðåàêöèé, çàâèñèìîñòü èõ êîíöåíòðàöèé îò

âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ. Âåùåñòâà R è Ñ ÿâëÿþòñÿ

êîíå÷íûìè ïðîäóêòàìè; ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíè âûâîäÿòñÿ èç ñèñòåìû è íå

âëèÿþò íà êèíåòèêó ðåàêöèé. Ïîìèìî êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ À è Â, åñòü åùå

ðÿä âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ âçàèìîäåéñòâèå ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Ýòî

êîíñòàíòû ñêîðîñòè ðåàêöèé k1, k2, k3, k4. â ñëó÷àå ôèçèêî-õèìè÷åñêîé ñèñòåìû

îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ. Íàèáîëåå âàæíûìè

ñâîéñòâàìè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ åå îòêðûòîñòü è íåëèíåéíîñòü.

Ñèñòåìà, â êîòîðîé ïðîèñõîäÿò õèìè÷åñêèå ðåàêöèè, ïî ñâîåé ïðèðîäå ÿâëÿåòñÿ

äèññèïàòèâíîé. Íåëèíåéíîñòü çàäàåò òðåòüÿ èç ÷åòûðåõ ðåàêöèé � ýòî

òðèìîëåêóëÿðíàÿ ðåàêöèÿ. Îíà ÿâëÿåòñÿ àâòîêàòàëèòè÷åñêîé � èç äâóõ ìîëåêóë

âåùåñòâà Õ â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âåùåñòâîì Y îáðàçóþòñÿ òðè

ìîëåêóëû òîãî æå âåùåñòâà Õ. Ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ X è Y âûïèñûâàþòñÿ ñîãëàñíî

çàêîíó äåéñòâèÿ ìàññ è âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂X/∂t = k1A− (k2B + k4)X + k3X
2Y

∂Y/∂t = k2BX − k3X
2Y

Ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ñèñòåìå:

t′ = k4t

x′ =
√
k3/k4x

y′ =
√
k3/k4y

A′ =
√
k2

1k3/k4A

B′ =
√
k2/k4B

Ñèñòåìà â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä:

∂X ′/∂t = A′ +X ′2Y ′ − (B′ + 1)X ′
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∂Y ′/∂t = B′X ′ −X ′2Y ′

Äîáàâèâ â ñèñòåìó äèôôóçèþ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

∂X/∂t = A+X2Y − (B + 1)X +Dx
∂2X

∂r2

∂Y/∂t = BX −X2Y +Dy
∂2Y

∂r2

Ýòà ìîäåëü è áóäåò èññëåäîâàòüñÿ â äàííîé ðàáîòå.

2 Íåðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà

Äëÿ íà÷àëà áóäåì èññëåäîâàòü íåðàñïðåäåëåííûé ñëó÷àé:

dX/dt = A+X2Y − (B + 1)X

dY/dt = BX −X2Y

Ñòðîèòü ðåøåíèå áóäåì ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.[12]

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ðàññ÷èòàíà ïî ôîðìóëå ε = Un−U2n

2p−1−1 è ñîñòàâëÿåò 10−8 íà

îäèí øàã ïî âðåìåíè. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà âûïîëíåíà íà ÿçûêå

C++. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà GnuPlot. Â

ïðîãðàììå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ ôóíêöèåé runge_kutta.

Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå èç ïîñòðîåííûõ ãðàôèêîâ è ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ïðè

À=1:

4



Ðèñ.1 Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïåðåìåííûõ X (êðàñíûé) Ðèñ.2 Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïåðåìåííûõ X (êðàñíûé)

è Y (çåëåíûé) â ìîäåëè áðþññåëÿòîðà ïðè A = 1, B = 1.9 è Y (çåëåíûé) â ìîäåëè áðþññåëÿòîðà ïðè A = 1, B = 2

Ðèñ.3 Ôàçîâûé ïîðòðåò áðþññåëÿòîðà ïðè A = 1, B = 1.9 Ðèñ.4 Ôàçîâûé ïîðòðåò áðþññåëÿòîðà ïðèA = 1, B = 2

Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè - ïåðåìåííàÿ X, ïî âåðòèêàëüíîé - Y Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè - ïåðåìåííàÿ X, ïî âåðòèêàëüíîé - Y

Ïðè ïîñòîÿííîì ïàðàìåòðå A è óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà Â ñèñòåìà ïðîõîäèò

òî÷êó áèôóðêàöèè â Â=2.0: ïðè Â<2.0 ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ôîêóñ, ïðè B ≥ 2.0 ïîÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàñòåò

ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ Â. Ìåíÿÿ ïàðàìåòð À ñ øàãîì 0.5, èùåì òî÷êè áèôóðêàöèè,

ïîäáèðàÿ ïàðàìåòð Â ñ øàãîì 0.1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì áèôóðêàöèîííóþ

äèàãðàììó ïðîöåññà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà Microsoft Excel.
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Ðèñ.5 Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà áðþññåëÿòîðà. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè - ïàðàìåòð À, ïî ãîðèçîíòàëüíîé - Â. Òî÷êè íèæå êðèâîé

ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëüíîìó öèêëó â ñèñòåìå, âûøå - ôîêóñó.

Ñ ðàñõîæäåíèåì ïîðÿäêà 0.01 ïîñòðîåííàÿ äèàãðàììà àïïðîêñèìèðóåòñÿ

çàâèñèìîñòüþ A =
√
B − 1

Òàêæå ðàçìåð öèêëà ìåíÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî
√
B −Bc ïðè ïîñòîÿííîì A,

÷òî õàðàêòåðíî äëÿ áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà ñ ìÿãêîé ïîòåðåé

óñòîé÷èâîñòè.[13] Íèæå ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé îò
√
B − 2 (À=1):
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Ðèñ.6 Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îñöèëëÿöèé îò
√
B − 2 ïðè ïîñòîÿííîì ïàðàìåòðå À=1
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Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû

Ïðîâåäåì ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè èñïîëüçóþò ïåðâûé

ìåòîä Ëÿïóíîâà[14], ïðèâåäåííûé íèæå.

Íàéäåì ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó:

dX/dt = 0, dY/dt = 0 =>

X̄ = A, Ȳ = B/A

Ëèíåàðèçóåì èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Âáëèçè íåå:

X = X̄ + δX = A+ δX

Y = Ȳ + δY = B/A+ δY

Ïóñòü f(X, Y ) = A+X2Y − (B + 1)X, g(X, Y ) = BX −X2Y . Ðàçëîæèì f è g â

ðÿä Òåéëîðà âáëèçè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè:

f(X, Y ) = f(X̄, Ȳ ) +
∂f

∂X

∣∣∣∣∣
X̄,Ȳ

δX +
∂f

∂Y

∣∣∣∣∣
X̄,Ȳ

δY

g(X, Y ) = g(X̄, Ȳ ) +
∂g

∂X

∣∣∣∣∣
X̄,Ȳ

δX +
∂g

∂Y

∣∣∣∣∣
X̄,Ȳ

δY

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

a11 =
∂f

∂X

∣∣∣∣∣
X̄,Ȳ

, a21 =
∂f

∂Y

∣∣∣∣∣
X̄,Ȳ

, a12 =
∂g

∂X

∣∣∣∣∣
X̄,Ȳ

, a22 =
∂g

∂Y

∣∣∣∣∣
X̄,Ȳ

Òîãäà,
dX̄

dt
+
dδX

dt
= f(X̄, Ȳ ) + a11δX + a21δY

dȲ

dt
+
dδY

dt
= f(X̄, Ȳ ) + a12δX + a22δY

Îòñþäà ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó äëÿ âîçìóùåíèÿ â îêðåñòíîñòè

íåïîäâèæíîé òî÷êè:
dδX

dt
= a11δX + a21δY

dδY

dt
= a12δX + a22δY
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

λ2 + λ(A2 −B + 1) + A2 = 0

Îòñþäà,

λ1,2 =
−(A2 −B + 1)±

√
(A2 −B + 1)2 − 4A2

2

Âèäíî, ÷òî ïðè A2 = B − 1 äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü λ1,2 ðàâíà 0 (òî÷êè

áèôóðêàöèè ñèñòåìû), îòðèöàòåëüíà â ñëó÷àå A2 > B − 1 (óñòîé÷èâûé ôîêóñ) è

ïîëîæèòåëüíà â ñëó÷àå A2 < B − 1 (íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ), ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ

ðàíåå ïîñòðîåííîé áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììîé.

Íàõîæäåíèå ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà

Àòòðàêòîðû íåêîòîðûõ äèññèïàòèâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íå÷óâñòâèòåëüíû ê

ìàëûì ôëóêòóàöèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ñèñòåìàõ ñî ñòðàííûìè

àòòðàêòîðàìè, â ñâîþ î÷åðåäü, ôëóêòóàöèè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàçðàñòàþòñÿ ñî

âðåìåíåì è çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ íåïðåäñêàçóåìûì è

èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ðàñõîäÿòñÿ. Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû,

îáëàäàþùèå òàêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, íàçûâàþòñÿ

õàîòè÷åñêèìè.[15]

Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåìû åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ñðåäíþþ ñêîðîñòü

ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñõîæäåíèÿ òðàåêòîðèé:

ln(d(t)/d(0))

t

ãäå d(t)-ðàñõîæäåíèå òðàåêòîðèé â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, à òàêæå âåëè÷èíó

h = lim
t→∞

ln(d(t)/d(0))

t

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ýíòðîïèåé Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ èëè ñòàðøèì

ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà.

Â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà (-,-) ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâîé

íåïîäâèæíîé òî÷êå, à (0,-) - óñòîé÷èâîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó. Îïðåäåëèâ çíàê
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ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ â êîíêðåòíîé òî÷êå äèàãðàììû, òåì ñàìûì, ìû îïðåäåëèì

õàðàêòåð ôàçîâîé òðàåêòîðèè.[15]

Àíàëèòè÷åñêîå íàõîæäåíèå ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñòåìû íåâîçìîæíî èç-çà

îòñóòñòâèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ

ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ áûë èñïîëüçîâàí àëãîðèòì Áåíåòòèíà, ðåàëèçîâàííûé íà

ÿçûêå Ñ++.[16] Â äàííîì àëãîðèòìå ïðåäåëüíûé öèêë ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ

ïàðàìåòðàõ À è Â äåëèòñÿ íà çàäàííîå ÷èñëî âðåìåííûõ îòðåçêîâ. Íà êàæäîì

èç îòðåçêîâ â íà÷àëüíîé òî÷êå ïðîèçâîäèòñÿ íåáîëüøîå îòêëîíåíèå îò ôàçîâîé

êðèâîé, êîòîðîå çàòåì ñðàâíèâàåòñÿ ñ îòêëîíåíèåì, ïîëó÷èâøåìñÿ â êîíöå

âðåìåííîãî ïðîìåæóòêà. Íà êàæäîì ïðîìåæóòêå íàõîäèòñÿ êîýôôèöèåíò

Ëÿïóíîâà ln(d(t)/d(0))
t , çàòåì ïîëó÷èâøèåñÿ êîýôôèöèåíòû óñðåäíÿþòñÿ. Ñ

óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ðàññ÷åòà, ðåçóëüòàò ïðèáëèæàåòñÿ ê çíà÷åíèþ ñòàðøåãî

ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà.

Ðèñ.7 Èëëþñòðàöèÿ ê àëãîðèòìó Áåííåòèíà

Íà ãðàôèêå íèæå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îò

óâåëè÷åíèÿ ðàññ÷åòíîãî âðåìåíè ïðè À=1, Â=2.5, êîëè÷åñòâî ïðîéäåííûõ

ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ïðè ðàññ÷åòå - 100, ÷èñëî äåëåíèé îäíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà

- 100. Ðàçìåðíîñòü ïîêàçàòåëÿ ðàâíà åäèíèöå, äåëåííîé íà øàã ñèñòåìû.
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Ðèñ.8 Çàâèñèìîñòü ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà îò óâåëè÷åíèÿ ðàññ÷åòíîãî âðåìåíè

Âèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ñõîäèòñÿ ê λ = 0 ñ ó÷åòîì

ïîãðåøíîñòè ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû, ðàññ÷èòàííîé âûøå (104 øàãîâ, ïîãðåøíîñòü

íà øàã - ïîðÿäêà 10−8). Ïðîâåäÿ ðàññ÷åòû ïðè ðàçíîì ÷èñëå äåëåíèé öèêëà,

ïîëó÷àåì ðåçóëüòàòû òîãî æå ïîðÿäêà. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñòàðøèé

ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìû ïðè ðåøåíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäåëüíîìó

öèêëó, ðàâåí íóëþ, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà íå îáëàäàåò õàîòè÷åñêîé

äèíàìèêîé.
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3 Ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ðàñïðåäåëåííîãî ñëó÷àÿ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì

Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.[13] Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ

äèôôóçèåé èñïîëüçîâàëàñü øåñòèòî÷å÷íàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Êðàíêà-Íèêîëüñîí.[17] Ðåøåíèÿ îáúåäèíÿëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà

ðàçäåëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì.[15]

Â èòîãå ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Un+1
m −RCn

m

τ = a
2(
Un+1
m−1−2Un+1

m +Un+1
m+1

h2 +
Un
m−1−2Un

m+Un
m+1

h2 ) , ãäå RCn
m - ïðîìåæóòî÷íûé ñëîé,

ïîëó÷åííûé ïîñëå äåéñòâèÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû íàä ïðåäûäóùèì ñëîåì.

Áûëè ñìîäåëèðîâàíû ñëó÷àè öèêëè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé ñ íóëåâûìè ïîòîêàìè. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ - ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ X è

Y ñ äîáàâëåíèåì îäíîïðîöåíòíîãî áåëîãî øóìà.

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà âûïîëíåíà íà ÿçûêå Java. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ãðàôèêîâ èñïîëüçîâàëàñü ïðîãðàììà GnuPlot.

Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñèñòåìû

Ââåäåì ïåðåìåííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ìàëûå îòëîíåíèÿ îò îäíîðîäíîãî

ðåøåíèÿ:

ζ = X − A

η = Y −B/A

. Ëèíåàðèçóåì èñõîäíóþ ñèñòåìó, ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå:

ζ(t, r) = C1e
pt+ikr

η(t, r) = C2e
pt+ikr

. Ïîëó÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ áðþññåëÿòîðà:

(p−B + 1 + k2Dζ)(p+ A2 + k2Dη) +BA2 = 0
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Êàê è â òî÷å÷íîì ñëó÷àå, çíàêè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé p1, p2 ïîêàçûâàþò,

óñòîé÷èâûì èëè íåóñòîé÷èâûì áóäåò èññëåäóåìîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå.

Ðåøåíèå óñòîé÷èâî â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ Rep1,2 < 0. Ê óñòîé÷èâîìó

ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ ïåðåìåííûå ìîãóò ïðèáëèæàòüñÿ êîëåáàòåëüíûì

(ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå îòðèöàòåëüíî, à çíà÷èò êîðíè p1, p2 êîìïëåêñíî

ñîïðÿæåííûå) èëè áåñêîëåáàòåëüíûì (ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî, à

çíà÷èò êîðíè äåéñòâèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå) îáðàçîì. Íåóñòîé÷èâîñòü

ñåäëîâîãî òèïà â ñèñòåìå (íåóñòîé÷èâîñòü Òüþðèíãà[15],[18]) âîçíèêàåò, åñëè

äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Ýòîò

ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ k2:

k2
1,2 =

1

2DxDy
{[(B − 1)Dx −DyA

2]±
√

[(B − 1)Dy − A2Dx]2 − 4A2DxDy}

Çäåñü Dζ == Dx, Dη == Dy. Ïðèìåðíîå èçîáðàæåíèå ãðàôèêà çàâèñèìîñòè

êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ îò âîëíîâîãî ÷èñëà ïðèâåäåíî íèæå:

Ðèñ.9 Çàâèñèìîñòü êîðíåé äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ îò âîëíîâîãî ÷èñëà
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Çíà÷åíèÿ B, ïðè êîòîðûõ íàñòóïàåò áèôóðêàöèÿ óñòîé÷èâîñòè:

B ≥ 1, B ≤ [1 + A
√
Dx

Dy
]2

Â îáëàñòè k1 < k < k2 ðåàëèçóþòñÿ äèññèïàòèâíûå ñòðóêòóðû.

Â äàííîé ñèñòåìå ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð:[19]

1)Ïðè ñðàâíèìûõ êîýôôèöèåíòàõ äèôôóçèè Dx, Dy âîçáóæäàþòñÿ

ãàðìîíè÷åñêèå äèññèïàòèâíûå ñòðóêòóðû.

2)Â îáëàñòè ñèëüíî ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè âîçíèêàåò ïè÷êîâàÿ

ñòðóêòóðà. Ïðèìåðû äàííûõ òèïîâ ÄÑ ïðèâåäåíû íèæå:

Ðèñ.10 ãàðìîíè÷åñêàÿ ÄÑ â áðþññåëÿòîðå, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ íóëåâûìè ïîòîêàìè, ïàðàìåòðû ñèñòåìû: B = 1.97 A = 1 L = 36

Dx = 1 Dy = 7
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Ðèñ.11 ãàðìîíè÷åñêàÿ ÄÑ â áðþññåëÿòîðå, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ íóëåâûìè ïîòîêàìè, ïàðàìåòðû ñèñòåìû: B = 1.97 A = 1 L = 36

Dx = 1 Dy = 7
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Ðèñ.12 ïè÷êîâàÿ ÄÑ â áðþññåëÿòîðå, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ íóëåâûìè ïîòîêàìè, ïàðàìåòðû ñèñòåìû: B = 1.2 A = 1 L = 200 Dx = 1

Dy = 400

Ðèñ.13 ïè÷êîâàÿ ÄÑ â áðþññåëÿòîðå, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ íóëåâûìè ïîòîêàìè, ïàðàìåòðû ñèñòåìû: B = 1.2 A = 1 L = 200 Dx = 1

Dy = 400

Ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè çàäàíèè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé

Ðàññìîòðèì, êàê âåäåò ñåáÿ ñèñòåìà ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

óñëîâèè íóëåâûõ ïîòîêîâ è öèêëè÷åñêîì óñëîâèè.

1. Öèêëè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå.

Ïðè öèêëè÷åñêîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè â ñèñòåìå îáðàçóåòñÿ öåëîå ÷èñëî âîëí.

Ôèêñèðóåì êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ À è B. Áóäåì ìåíÿòü ïàðàìåòð L (äëèíó

òðóáêè) ïðè îñòàëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ. Â ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíàõ L

ìîæíî íàáëþäàòü ïîÿâëåíèå íîâûõ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð. Òàê, ïðè

A = 1, B = 1.99, Dx = 1, Dy = 7 â äèàïàçîíå L = 26÷ 36 íàáëþäàþòñÿ òðè

âîëíû, â äèàïàçîíå L = 36÷ 46 - ÷åòûðå âîëíû è òàê äàëåå. Ïðèìåðû òàêèõ
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ñòðóêòóð ìîæíî óâèäåòü íèæå:

Ðèñ.14 L = 29 Ðèñ.15 L = 38

ÄÑ â áðþññåëÿòîðå ïðè ðàçëè÷íûõ äëèíàõ òðóáêè L

A = 1, B = 1.97, Dx = 1, Dy = 7

Àíàëîãè÷íîãî ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ñòðóêòóð ìîæíî äîáèòüñÿ, ôèêñèðóÿ âñå

ïàðàìåòðû ñèñòåìû, êðîìå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà B. Íà ãðàôèêàõ íèæå ìîæíî

óâèäåòü, êàê ïðè B = 4.6 ïîÿâëÿþòñÿ 10 âîëí, à ïðè B = 4.99 - 11 âîëí.

Ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû: A = 2 Dx = 0.0016 Dy = 0.008 L = 2.65

Ðèñ.16 B = 4.99 Ðèñ.17 B = 4.6

ÄÑ â áðþññåëÿòîðå ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ B

A = 2, Dx = 0.0016, Dy = 0.008, L = 2.65

2. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íóëåâûõ ïîòîêîâ.

Ïðè íóëåâûõ ïîòîêàõ íà êîíöàõ òðóáêè â ñèñòåìå îáðàçóåòñÿ ïîëóöåëîå ÷èñëî

âîëí. Ôèêñèðóåì êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ À è B. Áóäåì ñíîâà ìåíÿòü ïàðàìåòð L

(äëèíó òðóáêè) ïðè îñòàëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ. Â ðàçëè÷íûõ
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äèàïàçîíàõ L ìîæíî íàáëþäàòü àíàëîãè÷íîå ïîÿâëåíèå íîâûõ äèññèïàòèâíûõ

ñòðóêòóð, íî ñ øàãîì â ïîëâîëíû. Òàê, ïðè A = 1, B = 1.97, Dx = 1, Dy = 7 â

äèàïàçîíå L = 23÷ 28 íàáëþäàþòñÿ äâå ñ ïîëîâèíîé âîëíû, â äèàïàçîíå

L = 28÷ 34 - òðè âîëíû, â äèàïàçîíå L = 34÷ 39 - òðè ñ ïîëîâèíîé âîëíû è òàê

äàëåå. Ïðèìåðû òàêèõ ñòðóêòóð ìîæíî óâèäåòü íèæå:

Ðèñ.18 L = 25 Ðèñ.19 L = 31

ÄÑ â áðþññåëÿòîðå ïðè ðàçëè÷íûõ äëèíàõ òðóáêè L

A = 1, B = 1.97, Dx = 1, Dy = 7

Ðèñ.20 L = 35 Ðèñ.21 L = 40

ÄÑ â áðþññåëÿòîðå ïðè ðàçëè÷íûõ äëèíàõ òðóáêè L

A = 1, B = 1.97, Dx = 1, Dy = 7

Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, äîáüåìñÿ ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ñòðóêòóð,

ôèêñèðóÿ âñå ïàðàìåòðû ñèñòåìû, êðîìå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà B. Ïàðàìåòðû

ñèñòåìû òå æå (A = 2 Dx = 0.0016 Dy = 0.008 L = 2.65). Ìîæíî óâèäåòü, êàê

ïðè B = 4.6 ïîÿâëÿþòñÿ 10 âîëí, à ïðè B = 4.99 - 10.5 âîëí.
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Ðèñ.22 B = 4.6 Ðèñ.23 B = 4.99

ÄÑ â áðþññåëÿòîðå ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ B

A = 2 Dx = 0.0016 Dy = 0.008 L = 2.65

4 Âçàèìîäåéñòâèå ðåæèìîâ áðþññåëÿòîðà â

ðàñïðåäåëåííîì ñëó÷àå

Èññëåäóåì ñèñòåìó ïàðàìåòðàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ íàëè÷èå â íåé êàê

ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòðóêòóð Òüþðèíãà, òàê è âðåìåííûõ ñòðóêòóð Õîïôà.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, òî÷êà áèôóðêàöèè Òüþðèíãà ñîîòâåòñòâóåò ïàðàìåòðó

B > BT
cr = (1 +

√
Dx/Dy)

2, à òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà - ïàðàìåòðó

B > BH
cr = 1 + A2. Òî÷êå, â êîòîðîé B = B > BT

cr = B > BH
cr ñîîòâåòñòâóþò

ïàðàìåòðû ñèñòåìû: σ = Dx/Dy = σcr = ((
√

1 + A2 − 1)/A)2.

Îòêëîíÿÿñü îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ σ è ìåíÿÿ ïàðàìåòð ñèñòåìû B ìîæíî

íàáëþäàòü ñìåíó ðåæèìîâ áðþññåëÿòîðà[20] (σcr/σ = 0.87):
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Ðèñ.24 B = 2.2 Ðèñ.25 B = 2.7

Âçàèìîäåéñòâèå ðåæèìîâ áðþññåëÿòîðå ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ B

A = 1, Dx = 1, Dy = 5, L = 100

Ðèñ.26 B = 2.9 Ðèñ.27 B = 3.4

Âçàèìîäåéñòâèå ðåæèìîâ â áðþññåëÿòîðå ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ B

A = 1, Dx = 1, Dy = 5, L = 100

Ðèñ.28 B = 3.8 Ðèñ.29 B = 4.6

Âçàèìîäåéñòâèå ðåæèìîâ â áðþññåëÿòîðå ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ B

A = 1, Dx = 1, Dy = 5, L = 100
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåáîëüøèõ èçìåíåíèÿõ êîíöåíòðàöèè Â âáëèçè êðèòè÷åñêîé

òî÷êè σcr ìîæíî íàáëþäàòü ðåçêèå êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ êàðòèíû.

Ïðèìåðíàÿ äèàãðàììà ðàñïðåäåëåíèÿ ðåæèìîâ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ Â

è σ ïðèâåäåíà íèæå:

Ðèñ.30 Ðàñïðåäåëåíèå ðåæèìîâ ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû
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5 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå áûëà èññëåäîâàíà ìîäåëü îäíîìåðíîãî áðþññåëÿòîðà: ïîñòðîåíî

÷èñëåííîå ðåøåíèå ìîäåëè, ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå

íåðàñïðåäåëåííîãî è ðàñïðåäåëåííîãî ñëó÷àÿ, íàéäåíû ðàçëè÷íûå ðåæèìû

âîçíèêíîâåíèÿ äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð, ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå äèññèïàòèâíûõ

ñòðóêòóð ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, èññëåäîâàíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ,

îòâå÷àþùàÿ ðåæèìó âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ñòðóêòóð

áðþññåëÿòîðà.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Èññëåäîâàí íåðàñïðåäåëåííûé ñëó÷àé ìîäåëè îäíîìåðíîãî áðþññåëÿòîðà:

íàéäåí ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà; ïîêàçàíî, ÷òî íåðàñïðåäåëåííûé

áðþññåëÿòîð íå îáëàäàåò õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé.

2. Èññëåäîâàí ðàñïðåäåëåííûé ñëó÷àé ìîäåëè îäíîìåðíîãî áðþññåëÿòîðà:

ïîëó÷åíû ñòðóêòóðû Òüþðèíãà, èññëåäîâàíî âîçíèêíîâåíèå íîâûõ

äèññèïàòèâíûõ ñòðóêòóð ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (äëèíû òðóáêè,

êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà B), ïîêàçàíî âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ðåøåíèå

ñèñòåìû.

3. Èññëåäîâàíî âçàèìîäåéñòâèå ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ñòðóêòóð â

ðàñïðåäåëåííîì áðþññåëÿòîðå, íàéäåíû îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíûì, íåîäíîðîäíûì ïî âðåìåíè è ñìåøàííûì

ðåæèìàì ñèñòåìû.

22



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Andronov A.A. C.R. Acad. Sci. Paris 189 559 (1929)[Àíäðîíîâ À À Ñîáðàíèå

òðóäîâ (Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1956) ñ. 41]

[2] Turing A. M. // Phil. Trans. R. Soc. B. 1952. Ò. 237. Ñ. 37�72.

[3] Ìþððåé Ä. Ä. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîëîãèÿ. Ââåäåíèå. ÐÕÄ, 2009. Ò. 1. Ñ. 776.

[4] Bonabeau E. // Art. life, The MIT Press. 1997. T. 3, �3. C. 191�211.

[5] Nagahara H., Ma Y., Takenaka Y. è äð. // Phys. Rev. E. 2009. Ò. 80. Ñ. 021906.

[6] Castets V., Dulos E., Boissonade J., De Kepper P. // Phys. Rev. Lett. 1990. �

Jun. Ò. 64, � 24. Ñ. 2953�2956.

[7] Murray J. D. // J. Math. Biol. 1982. Ò. 98. Ñ. 134�163.

[8] Satnoianu R. A., Maini P. K., Menzinger M. // Phys. D. 2001. Ò. 160. Ñ. 79�102.

[9] Õàêåí Ã. Ñèíåðãåòèêà. - Ì.: Ìèð, 1980

[10] Prigogine I, Lefever R J. Chem. Phys. 48 1695 (1968)

[11] Ïðèãîæèí È ÓÔÍ 131 185 (1980); Prigogine I Science 201 777 (1978)

[12] Ïåòðîâ È.Á., Ëîáàíîâ À.È. Ëåêöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Ì.:

Èíòåðíåò-Óíèâåðñèòåò Èíôîðìàöèîííûõ Òåõíîëîãèé, 2006

[13] Ðèçíè÷åíêî Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì â áèîëîãèè. ×àñòü 1. �

Èæåâñê: ÍÈÖ ¾Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, 2002 ñ.128

[14] Ëÿïóíîâ À.Ì. Îáùàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ. - Õàðüêîâ: Èçäàíèå

õàðüê. ìàò. îá-âà, 1892

[15] Êóçíåöîâ Ñ. Ï., Äèíàìè÷åñêèé õàîñ (êóðñ ëåêöèé). � Ì: Ôèçìàòëèò, 2001.

23



[16] Benettin G., Galgani L., Giorgilli A., Strelcyn J. M. // Meccanica. 1980. Ò. 15.

Ñ. 9�30

[17] Crank, J.; Nicolson, P. (1947). "A practical method for numerical evaluation of

solutions of partial di�erential equations of the heat conduction type". Proc.

Camb. Phil. Soc. 43 (1): 50�67. doi:10.1007/BF02127704

[18] Ðóáèí À.Á. Áèîôèçèêà: Â 2ò. Òîì 1.Ì.: Êíèæíûé äîì "Óíèâåðñèòåò 1999.

[19] Ðîìàíîâñêèé, Ñòåïàíîâà, ×åðíàâñêèé Ìàòåìàòè÷åñêàÿ áèîôèçèêà. Ì.:

Íàóêà, Ãëàâíàÿ ðåäàêöèÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1984

[20] A. De Wit, D. Lima, G. Dewel, P. Borckmans "Spatiotemporal dynamics near a

codimension-two point"PHYSICAL REVIEW. July 1996.

24


